Geodesia Matematica.

Sistema de coordenadas cartesianas.
7 Sistema cartesiano triplemente ortogonal.
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Transformaciones lineales entre sistemas cartesianos (X, Y, Z)
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Giro y alrededor del eje OZ
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Transformacion general de semejanza
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Transformacion de semejanza con dangulos pequeiios.

Aproximacion de primer orden (cos x = 1, sen x = x)
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Acimut y distancia cenital en un sistema cartesiano local de origen P;

P2

Sean e, en, ey los vectores unitarios
ortogonales que definen el triedro local en el
e / punto P;.

\

| angulo Z;, que forman los vectores PP, y
€3 ey

Se denomina distancia cenital del punto P,
»E2 en el sistema local de P1, distancia cenital si
e no hay peligro de confusion.

El angulo diedro Aj; que forman los planos
(P1P2ey) y (enev) se denomina acimut del
punto P, en el sistema local de P,
Expresando los vectores e, ey, ey en funcion de los vectores ey, e;, e;. resulta
e =Xpe€ tyg e+ zge;
eN=Xne tynetzyes
ey =Xy e tyye+zyes

Donde (xg, Ve, ze), (Xn, YN, 2N), (Xv , Vv , Zy ) son las componentes de los vectores y
no coordenadas.

PP, ec
A12 = arctan 42 " le = arccos M
PP,ee, |RP)|

A, = aI'Ctan( (o, =x)xp + (1, = V)Y +(2, -2z, J m
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(xx, =x)xy + (¥, = y)yy +(2,—2))zy n

(o, —x)x, + (0, =YYy +(2, —2))z, = ﬁ
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Z,, = arccos

m=PP,ee; n=PPee, h=PPse, p=|Rp)



Variacion de la distancia en funcion de la variacion de las coordenadas de los puntos
extremos (Aproximacion de primer orden).

Desarrollando la funcion p = p(B,P,) = p(x,,),,2,,X,,¥,,2Z,) en serie de Taylor y
limitandose a los términos de primer orden, resulta:

p(x, +dx,y, +dy,z, +dz,,x, +dx,,y, +dy,,z, + dz,) = p, +§—'0a’xl +§—’0dy1 +5—pdzl
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+ 5—pdx2 + 5—'Ddy2 + 5_pd22
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Po = pP(B,P) = p(x,),,2,,%,,,,2,)

op _ (x; —x,) _(n—x)

o, \/(xl_x2)2+(y1_y2)2+(21_22)2 Po
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Wy \/(xl_xz)z+(y1_y2)2+(zl_22)2 Po
9P = (Zl_Zz) _ (Zl—xz)

%, \/(xl_x2)2+(y1_yz)2+(zl_22)2 Po
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Oz, \/(xl_xz)2+(y1_y2)2+(21_22)2 Po

Variacion del acimut en funcion de la variacion de las coordenadas de los puntos
extremos (Aproximacion de primer orden).

Desarrollando la funcion 4 = A(R,P,) = A(x,,,,2,,X,,¥,,2,) en serie de Taylor y
limitandose a los términos de primer orden, resulta:

AC +dxy, yy +dy,, 2+ dz,, X, dxy, p,y +dy,, 2, +dzy) = 4, +§_Adxl +%dyl +§Z_Ad21
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dA = A(x, +dx), y, +dy,, 2, + dz,, X, +dx,, y, +dy,, 2z, +dz,) = 4, :g_AdXI +g’_Adyl +§Z_Ad21

X 1 1
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Variacion de la distancia cenital en funcion de la variacion de las coordenadas de los
puntos extremos (Aproximacion de primer orden).

Desarrollando la funcion Z = Z(B, P)) = Z(x,, y,,2,,X,, ¥,,2,) en serie de Taylor y
limitandose a los términos de primer orden, resulta:

Z(x, +dx, y, +dy,z, +dz,x, +dx,,y, +dy,,z, +dz,) = Z, -i—ﬁdx1 +gdy1 —i—gdz1
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Sistema de coordenadas geodésicas (¢, . h)

Utilizando un elipsoide de revolucion puede establecerse una correspondencia
entre los puntos del espacio y una tripleta de niameros (@ A h) que se denominan
coordenadas geodésicas del punto. Esto se consigue asociando a cada punto P un punto
P’ del elipsoide tal que P estd sobre la normal al elipsoide por P’. Las coordenadas ¢, A
de P son la latitud y longitud geodésica de P’ sobre el elipsoide, h es la distancia sobre
la normal entre P y P’, este valor se denomina altitud geodésica, aunque estd también
extendido el nombre de altitud elipsoidal.

Si tenemos un sistema cartesiano cuyo origen coincide con el centro de simetria
del elipsoide y cuyo eje OZ es el semieje menor del elipsoide, OX coincide con el

origen de longitudes A en el plano perpendicular a OZ (ecuador) y eje OY formando un
triedro orientado a derechas con los otros dos

El vector
OP=0P’ +P’P
OP = (x,y,z)
OP’ = (N cosg cosi, N cos gsend, N (1 —¢e?) seng)
P’P =h (cos¢ cosA., cos ¢ send, seng)

Resulta
x = (N+h) cos¢g cosA

y = (N+h) cos¢@ send

z= (N (1 —¢)+h) seng



la relacion entre los dos sistemas de coordenadas.

Como N es funcion de ¢ la transformacion inversa requiere un procedimiento iterativo
para la determinacion de la ¢ y consecuentemente de la h.

Se verifica que tan A = y/x , tomando para h el valor inicial cero se determina un valor
aproximado de ¢ y se continua el proceso hasta que no se producen cambios significativos

en el valor de ¢.

Existen formulas cerradas que dan directamente la transformacién inversa:

M¢étodo de Bowring:

2 2
E'=d> -1 @:%- K =E @:%}
a
A= arctan(l) r=qx7+y° 0= arctan[ﬁj
X r
3
@, = arctan M N @
r—k,cos” 0 J1—é’sen’p,
h=—"t'—_N
COs @,

Sih > 500000m. y h < 10000000 m entoces

zZ(N +h) j

0= arctan(rlN(l —e?)+h)

en otro caso:

Q=@



Cambio de las coordenadas (¢, A, h) al cambiar el elipsoide.
Si se adoptan nuevos valores de a y e para el elipsoide que se utiliza para determinar
las coordenadas geodésicas, manteniendo el centro del elipsoide coincidente con el origen

de coordenadas del sistema cartesiano, para un punto P(x, y, z) resultardn unas nuevas
coordenadas geodésicas (¢, 1, h’).

Se verifica que A’ = A, al no cambiar la X, y, z del punto

tan A'=tan A =7
X

Cdlculo de dgy dh.

La condicion dx =dy =dz=0 implica dp=0, siendo

p=-/x>+y* =(N+h)cos¢

p es funcion de a, e, ¢ y h,

dp:a—pda+a—pde+a—pd¢+a—pdh =0
Oa Oe o¢p Oh

a—p=6—Ncos¢ 6—p=6—Ncos¢ 6—p=i(Ncos¢)—hsen¢ a—p=cos¢
da Oa Oe Oe op 0¢ oh
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Oa 50(«/1—e2sen2¢j a Oe 56( l—ezsen2¢J ¢( ¢)
2
8;/ = elsen 2¢ p radio de curvatura normal en la direccion del meridiano.
e —-e
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%(N cos¢) = g];]cos¢ — Nseng
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% "4 L\/l—;m} = a(l — ezsen2¢)_5 e’seng cos g = 2 pseng cos ¢
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dr=Z e+ Cder Fags Ean=o
da"  ode 04 '  oh

% _ (1- ez)sengba—N =(1- ez)sengbﬁ
Oa Oa a

22 = —2Neseng + (1 —e*)seng 8;\7 = —2Neseng + pesen’¢
e e

(Nsen¢)—(2];lsen¢+Ncos¢— . psen2¢cos¢=1 ! ;
e —

o¢

a j—
8¢ =(l-e )8¢(Nsen¢)+hcos¢—pcos¢+hcos¢
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Sustituyendo las derivas parciales en dp=0, dz=0, resulta un sistema de ecuaciones en d¢,
dh que permite calcular estos valores en funcion de da y de que son datos conocidos.

esen’ ¢ cos ¢

1-¢? pde

(,0 + h)sen¢d(p —cos¢dh = Ecos @da +
a

(p + h)cos gde + sengdh = —(1 —é’ )sengzﬁ N oda+ (2Nesen¢ —~ pesen3¢)de
a

Multiplicando la primera ecuacion por sengy la segunda por cos¢ y sumando, resulta

(p +(1-e )N)sen¢ oS ¢de)

do = ! (e Esen¢cos¢da+
p+h a 1-



Multiplicando la primera ecuacion por cos@y la segunda por sen¢y restando, resulta
dh =- %da + eNsen’ gde

Tras algunos célculos, se comprueba que:

esen ¢ cos @
1—

P + 2eNseng cos ¢ — esen’d cos gp = | € S seng cos ¢(e2sen2¢p + 2N(1
—e

ﬂcos2 ¢p—(1- ez)ﬁsen% = —E(l —e’sen’p) = —/1—e’sen’p = 4
a a a

N

Si en lugar de la excentricidad e se utiliza el achatamiento, teniendo en cuenta que
e’ =21 — f? resulta ede = (1— f)df y basta efectuar la sustitucion.
Cambio de las coordenadas (¢, A, h) al cambiar las coordenadas (x,y,7).
Diferenciando respecto a ¢, A, h las ecuaciones:

= (N + h)cos¢cos A y = (N + h)cos gsenld z= (N(l—ez)+ h)yen(zﬁ
resulta:
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8¢ = = o9 — (N cosg¢)cos A —hsengcos A = —(p + h)seng cos A
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Y = 9 (N cos ¢)sen/1 — hsengsenl = —(p + h)senqisenxi

06 04

2; = (1 p )88¢ (Nseng)+hcosg = (p +h)cos¢
Z:—(N+h)cos¢sen/1 Z:(N—i-h)cosgzﬁcosnﬂ 2;:0
gzzcos¢cosl 2;2005@9”/1 2;:‘%”4’5

dx - (p+h)sen¢ cosdA — (N +h)cos¢sen/”t cosgcosA | dg
dy |=| —(p+h)sengsent (N +h)cospcosl cosgsend | dA
dz (p +h)cos¢ 0 seng || dh

Resolviendo el sistema de ecuaciones,

sengcos A sengsenl cos ¢
d¢ =— dx — dy + dz
(o +h) (o+h) = (p+h)
d = senl cos A

- (N +h)cos¢ et (N +h)cos¢ @

dh = (cos ¢ cos )dx + (cos gsen A )dy + sen gdz

Cambio del sistema de coordenadas (¢, A, h) manteniendo los ejes cartesianos paralelos.
Formulas de Molodensky.

La transformacion es la composicion de dos transformaciones: un cambio de
elipsoide y una translacion. La translacion es equivalente a un cambio de coordenadas dx,
dy, dz en la que el origen permanece fijo. La formula general de cambio de elipsoide sera la
suma de los dos grupos de formulas anteriores. Supongamos que uno de los elipsoides es el
WGS 84 y el otro el nacional de un pais, entonces:

¢WGSS4 = ¢Nacional +d¢ ﬂ’WGSS4 = J“Nacional +dA hWGS84 = hNacional +dh

sengcos A sengsenl cos ¢ N
- X — dy + dz + seng cos gda +
(o+h) (o+n) = (p+h) alp+h)

(p + (1 -é’ )N%en¢ cos gde

dg =

e
(p+n)l-eé



_ send o cos A
(N + h)cos ¢ (N + h)cos ¢ Y

dA =

dh = (cos @cos i)dx + (cos ¢senl)dy + sendgdz — % da + (eNsenzqﬁ)de

Si en lugar de utilizar la excentricidad e, se utiliza f, entoces

A sengsenl cos ¢ N
d¢ =— seng cos X — dy + dz + seng cos ¢da +
(p+h) (o+h) = (p+h) " alp+h)
(plh)(pz+zsten¢cos¢df
dl = senl cos A

- (N +h)cos ¢ o (N +h)cos ¢ Y

dh = (cos ¢ cos A)dx + (cos gsen)dy + sengdz — % da + (b Nsen2¢]df
a



Sistema de coordenadas local (Es, Nt, a)

S/ISTEMA LOCHL (,5‘//\//@)

En un punto P de coordenadas (¢, A, h) es posible definir un sistema cartesianos
cuyos vectores unitarios sean paralelos respectivamente (eg) a la direccion del primer
vertical en el punto P’, (en) a la direccion del meridiano en P’ , (ey) a la direccion de la
normal por P al elipsoide que define el sistema (¢, A, h).

El vector OP’ tiene de componentes

x=Ncospcos A y=N cosdseni z=N(1-¢%) send

Un vector en la direccion del primer vertical es la derivada parcial de OP’ respecto de A
(¢ = constante)

(-N cosd senA, N cos¢ cosA, 0)
Dividiendo por su modulo Ncosd, resulta
eg = (-senA, cosA, 0)

Un vector en la direccion del meridiano por P’ es la derivada parcial de OP’ respecto a
¢ (A = constante)

((Ng cosd — N send) cosh , (Ny cos¢p — N send) seni, (1 —ez)(Nd, send + N cosd))
Ny=N e? send cosd /(1 —e* sen’d) N=a/(1—¢sen’$p)"”
Ny cos¢p — N sendp =— N (1- ¢? )send / (1 —* sen’)

(1 —ez)(N¢ send + N cosh) =N (1 - e*)cosd / (1 —* sen’d)



N (1-¢%) (send) cosh/(1 —e* sen’), send seni/(1 —e* sen’9), - cosd / (1 —¢* sen2(|>))

Resulta
en = (-send cosA, -send senA, cosd)

Por ultimo el vector
ey = (cos¢ cosh, cosd senk, send)
es vector unitario normal a la superficie.
Transformacion de coordenadas entre los sistemas (X, Y, Z) y (Es, Vt, a).
Un punto Q en el sistema (Es, Nt, a) se expresara como
PQ=Esez+Ntey+aey
El mismo punto en el sistema (X, Y, Z) sera
OQ=xe +tyet+ze;
La relacion OQ = OP + PQ , siendo (xo, Yo, Zo) las coordenadas de P
xe tye+tzes =xpe +yoert+tzoes+Eseg+ Nteyt+aey
Como egp=-senik e; + COSA e
en = -send cosA e; - send senk e, + cosd e
ey = cos¢ CosA €]+ cosd sen e, + send e;
Sustituyendo e igualando componentes, resulta
X = Xg - senA Es - send cosA Nt + cosd cosA a

y =Yyo+ cosA Es - send senA Nt + cosd seni a

Z =12 + cosd Nt +send a
Matricialmente
X, -send -seng.cosA cos@.cosd || Es

=|y, |+| cosd -seng.send cosg.send || Nt

N o=

zZ, 0 cos¢ seng a

El curioso lector puede comprobar que la matriz que define la transformacion es
-1 T , . . ., .
ortonormal, A~ = A" con lo que facilmente se obtiene la transformacion inversa.



Sistema de coordenadas definido por una funcion potencial (D, A, dW).

En un sistema cartesiano XYZ consideramos
una funcion

W=W(,y, 2)

W es una funcion potencial o armonica, es
decir:

- W posee derivadas primeras y
segundas continuas

SW W SW

> T T2 =0
ox oy &z
en todo punto P(x,y,z).

- AW =

sistema (D, A, .J_.H/)_

Las superficies W = constante se denominan superficies equipotenciales o equipo-
tenciales cuando no haya peligro de confusion. Las trayectorias ortogonales de las
equipotenciales se denominan lineas de fuerza del campo de potencial W.

Dado un punto P existe una equipotencial y, s6lo una, que contiene a P. Estableciendo
una equipotencial de referencia W, al punto P se le puede asignar el numero

dW:WP—WR

Considerando en P el gradiente de W, VW, este vector es normal en P a la superficie y
tangente a la linea de fuerza que pasa por P. Si consideramos la recta que contiene a
VW esta recta corta al plano XY formando un dngulo @, que se denomina latitud del
punto P en el sistema definido por W. El plano que contiene a la recta anterior y es
paralelo al eje Z, forma un angulo con el plano XZ que se denomina longitud del punto
P. Asi, a cada punto se le puede asignar unas coordenadas (®, A, dW).

Las relaciones entre @, A y las componentes del gradiente de W son

oW

® = arctan| - oz - A = arctan
ow ow

— | | < ox
(&)%)

y por otra parte, la direccion de la recta P’P es

e/%

(cos @ cos A, cos @ sen A, sen @) = —VW/|V W| admitiendo que la direccion

del gradiente va dirigida hacia el interior de la equipotencial, como ocurre con el
potencial de la gravedad.





