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2.23 Problemas directo e inverso de la Geodesia.

Dados dos puntos P1y P2 de un elipsoide de revolucion:
PROBLEMA DIRECTO:

Conocidas
Las coordenadas geodésicas (¢,, 4,) de P1

La longitud del arco de geodésica P1 - P2

El acimut A, de P2 en P1
Determinar

Las coordenadas geodésicas (¢,,4,) de P2

El acimut A, de P1en P2

PROBLEMA INVERSO:

Conocidas
Las coordenadas geodésicas (¢,,4,) de P1y (¢,,4,) de P2

Determinar:

La longitud del arco de geodésica P1 - P2



El acimut A, de P2 en P1

El acimut A, de P1en P2

2.24 Algunas formulas previas.

2.24.1 Elemento del arco de meridianod £ _en funcidn de la latitud reducida

En la elipse meridiana
X =a.cosy y =Db.seny

2 12
dp? =dx* +dy” = (a’sen’y +b’ cos® y )dy? =b*(1+ a bzb sen?y)dy

d B =by1+e’sen’ydy

El arco de meridiano entre el ecuador y un punto de latitud reducida

L= bT\/1+ e’sen‘ydy
0

2

integral eliptica de primera especie.

2.24.2 Radio de curvatura normal en un punto de la geodésica y en la direccién de esta.

Sean:

A acimut de la geodésica en un punto P
R radio de curvatura normal en la direccion A en el punto P
p radio de curvatura normal en la direccion del meridiano de P

N radio de curvatura normal en la direccion del primer vertical de P
A, acimut de la geodesica en el punto de corte con el ecuador

r radio del paralelo que pasa por P

Aplicando el teorema de Euler

i=£cos2 A+isen2A
R p N
y el teorema de Clairaut

r.senA=a.senA,



2 2
. a @ p= al-¢’) ;= al 3e ) W = /1-e’sen’p
J1-e’sen’p W J1-e’sen?p W

1:£+(i—1jsen2A

R p (N p

a.senh, a.senA, WsenA,
r N.cosep  cose

senA =

1 1w w W((l—ez)—Wz) _eWcos’p
N p a a(l-¢) a(l-¢’)  a(l-¢)

(i—i} sen’A= —ezisenzﬁb
N p

Yo,
1_ 1(1_ e’sen’A,) pero K =(1-e’sen’A, ) =const. es una
R p
constante

(1-e’sen’A))

En todo punto de una geodésica del elipsoide de revolucion, distinta del ecuador y de un
meridiano, se verifica que el radio de curvatura normal en la direccion de la geodésica
es proporcional al radio de curvatura normal en la direccion del meridiano.

2.24.3 Imagen esférica de una geodésica del elipsoide de revolucion

Consideremos la elipse meridiana y su circunferencia principal, al girar alrededor del
semieje menor, ambas curvas describen un elipsoide de revolucion y una esfera respec-
tivamente. Esta esfera concéntrica con el elipsoide y coincidente en el ecuador se la
denomina esfera principal del elipsoide, algunos la llama también esfera de Jacobi.
Las geodésicas de la esfera son los circulos maximos.

Dada una geodésica del elipsoide cuyo acimut en C (punto de corte con el ecuador)
es A, , existe un circulo maximo de la esfera que pasa por el punto C con un acimut

esférico Ay tal que

A = A
Se P, un punto de la geodésica anterior (¢,, 4.y, ) v, latitud reducida, establecemos la
correspondencia

P> P

e



P. es un punto del circulo maximo anterior tal que

Q)E :l//e

@ es la latitud en la esfera. Esta correspondencia es biunivoca entre los puntos del
elipsoide y los puntos de la esfera. El caso A,, = /2es trivial, aplica el ecuador sobre
si mismo, ya que el ecuador es una geodesica en ambas superficies. El caso A, =0
aplica el meridiano sobre su circunferencia principal.
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Propiedades.

1. La correspondencia conserva los acimutes A, = A
Aplicando el teorema de Clairaut en el elipsoide y en la esfera

I.senA, =a.senA,, r.senA. = a.senA,
I.SenA, = r.senA

Pero r, =r_ por la forma de establecer la correspondencia, luego

senA, = senA



2. La correspondencia conserva las latitudes reducidas

Ve =0 =Y,
ya que en la esfera la latitud reducida coincide con la latitud esférica.

3. La correspondencia no conserva las longitudes.
Aplicando la ecuacion de Laplace:
dA = senpd A

en dos puntos infinitesimalmente vecinos en la geodésica del elipsoide y en los
puntos correspondientes de la esfera:

dA: =dAseng. =d A seny,
dA, =dA,seng,

resulta: dAzseny, =dA seng,

2. —dA, =(Sen—¢e—1]dle
seny,

Integrando

Ao
=g 2= || le_10d2,
2 seny,

Como el integrando es siempre positivo ¢ >0, la longitud del punto
correspondiente en la esfera avanza la cantidad anterior.

2.24.4 Trianqulo esférico polar asociado a un arco de geodésica.

Sean P, y Q, los extremos de un arco de geodésica en el elipsoide, usando la
correspondencia anterior, se obtienen los puntos P.y Q tal que P tiene la latitud
esférica v, y su acimut esférico es A, analogamente en Q.. Con los meridianos que
pasan por P.y Q¢ yelarco P. Q., se forma un triangulo esférico cuyo angulo en el
polo es

Ao —Ap t&q —6p =AA+As

La utilizacidn de la correspondencia anterior, reduce algunos de los calculos a la
trigonometria esférica.



2.24.5 Longitud del elemento de arco de geodésica distinta del ecuador

Consideremos los puntos P y Q infinitamente proximos en una geodésica, en el
meridiano de P un punto H tal que esta en el mismo paralelo que Q. Se forma un
triangulo infinitesimal en el que:

ds=—H _ dp d B =by1+e’sen’ywdy

CoOSA COsA

d g es la longitud del arco de meridiano PH.
Aplicando el teorema de Clairaut

rsenA = asenA, = acosysenA = asenA, = CossenA = senA,

1

dp b(1+ e’sen’y )2 cosy

a sen’A, B Jcos? A, —sen’y
cos’ i

A, es el acimut de la geodésica en C, punto de corte con el ecuador

ds = dy

Haciendo el cambio de variable

seny = cos A,senw cosydy =cos A, coswdw

ds = b\/(l+ e? cos’ Assen’w)do

o es la distancia en la esfera desde C al punto de latitud y , se llama elongacion
geodésica.

2.24.6 Calculo de la longitud (geodésica distinta del ecuador)

En el tridngulo anterior

_ds.senA

QH =rdA =ds-senA r’dA = a.senAds da :
a.cos’ y

Utilizando el cambio de variables anterior y el valor de ds:

» :B\/(l-i- e” cos” Ajsen’ JsenA, .
a  (1-cos’ Assen’w)




2.24.7 Integracién del arco (geodésica distinta del ecuador)

Si efectuamos la substitucion t* =e” cos® A, resulta

ds =b, /(1+tzsen2a))da)

El desarrollo por la féormula del binomio del radical es

1
= 1 11 11
(1+t25en2a))2 :1+§tzsen2a>———t4sen4co+——§t63en6a>—...

Llamando x =t’sen’w

st e () B e

1 2 3

RGN

La longitud del arco de geodésica desde el ecuador a un punto definido por @

(14 2son?o )2 to Lo o 11, o 1134
s:bJ'(1+t sen’e)? da)zbj'(1+—t senmw —==t*sen‘w +==2t°sen’w —...)dw
0 0 2 24 246

S= b(jdw +1jt23en2a)da) —lijt“sen“a)da) + llgJ‘tﬁsenﬁa)da) -..)
0 29 24+ 2467
J.J. Levalois llama integrales de Wallis a

W,, = Isenz"a)da)
0
Usando esta notacion

11
24

t'W, +££§t6w6 —..)

1
s=h(W, + =tAW.
Wo 2 2 246



Las integrales W verifican la siguiente relacion de recurrencia:

n-1 1 -
W, =—=W, ,——sen" wcosw
n n

en efecto:

@ [0) w
W._ = |sen"wdw =| sen"*wsen’ewdw =| sen"?w(1- cos’ w)dw
n
0 0 0

[0} [0} [0
W, = Isen”‘za)(l— cos’ w)dw = Isen”‘za)da) - J sen"*wcos’ wdw
0 0 0

Integrado por partes el segundo sumando

n-1
u=3" 160 du = sen"*wcoswdw V=Cosw dv = —senwdw
n —
n-1 n-1
W, =W, , - XN 9 cosw L sen"wdw =W, _, — XN 2 cosw —LWn
n-1 n-1 n-1 n-1
n-1
(- 1 W, = n Wo—W - sen""@Ccosw
n-1 n-1 n-1
Aplicando la relacion de recurrencia, resulta:
W, =w
1
W, = E(a) —Senwcosw)
3 1 .,
W, =—W, —=sen“w(senw cos w)
4 4
5 1 .,
W, ZEW“ —gsen w(senmcosw)
1 11 113
s =bW, +=tW, - ==tW, + ===tW, —...
(W"z 224 ' 246 ° )

En la mayor parte de las aplicaciones dificilmente se pasa del grado 6.



En el caso del ecuador:
=a(4,—4)

2.24.8 Longitud del arco de meridiano entre el ecuador y un punto de latitud reducida
w (Formula de Levallois)

Cuando se trata del meridiano A, =0 y la formula t* =e? cos’ A, se reduce a t* = e

11 113 .
=b ez\N =W, +=>=eW, ..
(W0m+ 4 +246 6m )

merldlano 4m

COmo Seny = cos ASenw = Seny = SeNw = i = @

WOm =y
1
W,,, = E(z// — seny cosy)

W,, = %WZ —%senzy/(sent// cosy)

W, = 2W4 —%sen“l//(senz// cosy )

2.24.9 Longitud del arco de meridiano entre el ecuador y un punto de latitud geodésica
Q

La formula clasica resulta de la integracion de

B ) T 2 2enm? -3
dp=|a(l-e")(1-esenp) 2de
0 (1—e’sen go)/ ! ( | )

'—.Q

pde =

Il
O

desarrollando por formula del binomio

3 _3 _3 _3 _3
(1- 3236”240)% = { AJ +[ A} (-e’sen’p) + AJ (—e’sen’p)’ + [ 2} (—e’sen’p)’ +..
1 2

0 3




[

_ 2 3 oz 19 4 4 105 5 6
s=a.(l-e )_[(1+Ee sen’p +e'sen'p -+ =, ~esen p+..)do

Teniendo en cuenta las formulas de de Moivre

Senz(pzl—COSZ(o s _3-4cos2p +4cosdg

sen
2 4 8

s _10-15c082¢ +6Cc0s4¢ —6C0s6¢
32

sen

Integrando término a término hasta los de e®, resulta
2 1 1 1
s=a(l-e")(Byy— 5 B,sen2¢ + 2 B,sende — 5 B,sen6g +...)

B, =1+§e2 B 10

64 256

BI:§e2+Ee“+%e6
4 16 512
15 , 105
,=—e'+=—e
64 256
Bg,:ie6
512

Esta es la formula clasica en funcién de los senos de los maltiplos de la latitud.

2.24.10 Célculo de la longitud i en funcién de @

La formula



CM_E(1+e cos’ Ansen co)ysenAUd
a 1-cos® Ajsen’em

con la substitucion t* = e cos® A, , se convierte en

b (1+tzsen2a))}/2
di=— 2 2
a 1-cos’ Ajsen‘m
Integrado resulta
(1+t?sen a))y

M

1-cos® Ajsen’w

Sustituyendo el numerador del integrando por su desarrollo en serie

b o1+ Ltsen?o — L Litsento + 11 3tosenter - .
A:—senA)J' 2 24 g 2246 do
a 0 1-cos® Ajsen‘w

K 1., sen‘wde
j +—t _[ > >
< 1—cos’ Aosen @ 2 pl-cos” Asen‘w

b
A=—sen
" A

1,[4“’ sen‘wdw 113, senwdw
22" |

+==2t
1-cos’ Ajsen’ew 246 71-cos® Asen‘w

b 11, 113,
=—sen += t L, ——=t', + ="l +...
%{ 24 ' 246 ° }

Las integrales 1,, verifican la relacion de recurrencia
2
l,, =W,, +cos” All, .,

En efecto:

_]: sen’odw wsenz"a) 1-cos® A;sen’e +cos® Ajsen a))da)
0

1-cos’ A;sen’w 1-cos’® A;sen’w

o'—.

sen**2wdw

sen’’wd e + cos’ A)'[ ]
1-cos’ Ajsen’w

l,, =

O'—o%

Aplicando la relacién de recurrencia:
=1,



Io _Wo
l,=——
cos” A,
— |2_W2: Io_Wo_ Wz
* cos’A, cos*A, cos’ A
— Io_Wo _ Wz _ W4
° cos®A, cos*A, cos’ A

La expresion de la longitud se escribe
L[ loWo ) 11 1h-W, W,
° 2 (cos?A,) 24 |cos*A cos® A,

(130 lo=Wo W, W, )
| 246 \cos®A, cos'A, cos® A

b
A=—sen
- A

Como t* =e”cos® A,
X |0+%e'2(|0—W())—%le“‘(lo—w0 ~W, cos’ A, )
A 11 ’
'6 2 4
Ay (1, =W, —W, cos* A —W, cos" A, ) ...

después de reordenar, resulta:

I, (1+1e'2 _1lpe 1135 —...jJrW0 (le'z _1lpe 113 +j
2 2 24 246

24 246
1= 2send 11, 113 113
a . , ,
+W,cos? A | ==e*—==Ze®+...|+W, cos® e+
2 AO[24 246 j 4 A“( 246 j

1

izgsenAo[M 1y +CW, +C,W, cos® A, +C,W, cos? A, +....
a

1 1
M :1+1e'2—lle"‘+££§e'6—...:(1+e'2)2 E:(1—e2)2
2 24 246 a
b b b b
M.—=1 B,=—C B,=—C B,=—C
a 0 a 0 2 a 2 4 a 4

A =senA, 1, +senA, | BW, + BW, cos® A+ BW, cos* A, +... ]

A =senA,.l, +senA, {z B, W,, cos’? AO}
0

El primer sumando se escribe



dw

A 2
senA,.| _senAbj —senA)I LOS @
1-cos’ A)sen ) . 12 _cos? A tan’ @
cos’
¢ d(senA tanaw
senAy. I, = (senA, tan o) — arctan(senA, tan o)

< 1+sen’A tan’ @
Llamando
—& = senh, {z B, W,, cos* AD}
0
La expresion de la longitud adopta la forma:
A+ ¢ =arctan(senA, tan o)

tan(A + &) = senA tan @

considerando esta expresion en la esfera principal, resulta la coincidencia de los dos
valores de ¢.



2.25 Elementos del tridngulo polar sobre la esfera

Las latitudes paramétricas(elipsoide): v, Y Y,

Las elongaciones geodésicas(esfera): Wp, Y Op,

Los acimutes (esfera y elipsoide): Ay A,

Las longitudes (esfera): Aoy +Epy Y Apy+Epy

La solucion de este triangulo esférico resuelve tanto el problema directo como el
inverso. Aunque no es precisamente un problema trivial. Las distintas soluciones, fruto
de 150 afios de trabajo, se diferencian en la forma de determinar los elementos: Ae y s.

2.26 Problema Inverso Solucion de J.J. Levallois y Du Puy.

£ =—senA, {Z B, W, cos’? Ab}
0



La longitud del arco de geodésica

1 11 113 .
s=b(W, +=tW, - = —tW, + ===tW. — ... t> =e? cos®
Wo 2 2 24 ' 246 ° ) A

2.27 Problema Inverso. Solucidn iterativa de Helmert modificada por Sodano.
Designando por

L=(Apy +&,,) = (Apy + &) = AL+ Ac

el angulo en N, diferencia de longitudes esféricas, se determina por un procedimiento
iterativo este valor con la ayuda de un punto auxiliar P.

P, es el punto donde la geodésica de la esfera alcanza su latitud maxima, que se corres-
ponde con un punto del elipsoide de latitud reducida v, .

El triangulo A N P, tiene dos lados AN = AP, =90°, y el angulo en P, también es recto.

1. Calculo de las latitudes reducidas.
b b
tany, = 3 tan ¢, tany, = N tan ¢,

2. Se inicia el proceso iterativo con un valor inicial de L = A4, calculandose cada
vez un nuevo valor de L con la ayuda de las férmulas siguientes hasta que no se
produzcan cambios significativos de L.

Llamando @, al arco F,P, correspondiente al valor actual de L, resulta
cosd, = seny,seny, + CoSy, oSy, Cos L
aplicando el teorema del coseno en el triangulo PNP,.
sen®, = (signoA1),/1-cos’ @,
sen2®, = 2send, cos O,
sen3d, = 3.send — 4sen’d,
Aplicando el teorema de los senos en los triangulos PNF,, P,NP,y PNP,

COSY, = COSy,SenA,, =COSw,SenA,,  COSw,senL = send senA,



COS, = COSy, Cosy,senL / send,
Llamando 20, =, + ®,, O = Wp, —Wp,
C0S 20, = COS(®p, + @p,) = COS @y, COS Wy, — SENW,,SENW,,
COS T = COS(@p, — Wp,) = COS @, , COS @y, + SEN®,,SEND,,
C0S 20, +COS o = 2C0S @y, COS @,

seny,seny,

2

cos2c,, =2
cos” A,

—cosd,

cosdo, =-1+2c0s’ o,

AL = cosy, (AD, - B.send, cos 2o, +C.sen2d, cos4o,, )

e2e, eZe,Z ) 24,4 .
A= - sen + sen
ere 16 o V0T 0 Vo
24,2 2,4
B= elz v, _isenAV/o
e2e,4
C= sen*
256 V0

3. Una vez calculado un valor de L satisfactorio, se calcula s por
s =b(B,®, + B,sen®, cos 2o, + B,sen2® cos 4o, + B;sen3d, cos 6o, )

e? e, 5e®
B, =1+—sen ———sen +——sen
0 A Y 64 ¥V, 256 Y

e? et ef
B, =—sen?y, ——sen‘y, + ——sen
277 Y 16 ¥V, 512 ¥V,

‘4 4 e® 6
B, =——sen ———sen
+ g Vo Tgp > Vo

sen’y,

B, =
1536

y los acimutes por:



tan y, cosy, —cos Lseny,
senL

COtA,, =

cos Lseny, —tany, cosy,
senL

cot A, =

2.28 Problema directo. Método de E. Sodano.

El punto de partida son las formulas de Helmert. Mediante unos desarrollos en
series de potencias, que incluyen hasta los términos de grado seis en la excentricidad del
elipsoide, se eliminan las iteraciones del método de Helmert.

El método se adapta bien al céalculo electronico y se consigue una exactitud de
hasta diez decimales en el acimut y la distancia expresados en radianes. La solucion es
adecuada tanto para lineas muy cortas como para las grandes lineas que pueden exten-
derse hasta un hemisferio.

Si L es la diferencia de longitudes en la esferay AA la diferencia de longitudes
en el elipsoide

L=A1+A¢
se consigue la eliminacidn del proceso iterativo sustituyendo las formulas de Helmert
por desarrollos en serie de Ag, que es un infinitésimo, teniendo en cuenta la igualdad
anterior.
La deduccion de las formulas estd publicada en el Bulletin Geodésique: "A
rigorous non-iterative procedure for rapid inverse solution of very long geodesics".
Emanuel Sodano. B.G n°47-48 pp 13 - 25. 1958.

Algoritmo:
Datos: ¢, 4, A, S

Incognitas: ¢, 4, A,

Latitud reducida P,: tany, = Etan »,
a

Latitud reducida P,:  cosy, = cosy;,senA, g =CoSy, CoS A,

2
m, = (1+ e?senzy/lJ (1-cos’y,)



radianes
e,2
a = (1+ 7senzn//lj(senzz,y1 COS g, + g.seny,seng, )

o2 o2 o?
$h=0,+8 (—?Sen¢5] +m (_T¢S +Tsen¢s COS¢SJ +

,( 5e* ,(11e* 13e* e’ ) 5e 5
= _seng.cosg, |+m?| ——g. — ———¢.COS° ¢, + ——seng. oS’ @, |+
a1 ( 8 ¢s ¢s 1 6 4 ¢s 6 4 S S 8 ¢s ¢s 32 ¢s ¢s

3e’ et
am, [?senqﬁS +—¢,COS ¢, — sen¢s cos ¢SJ

Arco distinto del meridiano, A, =

cot A, = (g cos ¢, —seny;seng, )/ cosy

Cuando se trate de un arco de meridiano, A,, =0 y el signo es el del numerador de la
formula anterior.

cot L = (cosy;, cos ¢, — seny,seng, cos A, )/ (seng,senA,, )

3f° 3f?  3f?
Ad=L+cosy,| —fo +a —sen¢ +m, —¢ ——sen¢ COS &,
A=A +A1
seny, = seny;, CoS ¢, + g.seng, Cosy, = +\/ cos® y/, +( g cos ¢, — seny, send, )2
tany, = seny,
cosy,

a
tang, = Etan v,




2.29 Problema inverso. Férmulas de Sodano.

Algoritmo:
Datos: ¢ 4 ¢, 4,

Incognitas: A, A, S.

Latitud reducida P,: tany, = E'[an o,
a

Latitud reducida P, : tany, = Etan o,
a

Diferencia de longitudes: AL=4,-1

cos @ = seny;,seny, + COS y;, COS i, COS AL

send = \/(cos z//zsenA/l)2 +(seny, cosy, — seny, COS 7, COS A/I)2

C = COSy, COSw,SenAA [ send
a, = seny,seny, m =1-c’

Distancia s:

1+ f+ f2)D+ f+f? SenCD—f—Z(DZCSC(D +
( Jo+a(f+17) >

2 2
m{—(f i )tb—(f i )sentbcos<b+f—2<bzcot®J+
2 2 2

2 2
am, (f? ®* csc D + f7sen® cos’ CDJ

2

2 2 2 2
al L +m’ 1 send cosd -2 cotd -1 send> cos® @
2 16 16 2 8

J+

2
(f+ f2)®+a1[—f7sen<b— f2<chsc<D}+
L=AA+cC

5f? f? 2r2
m| — 1 ®+Tsend>cosd>+f ®°cotd




Acimutes:

_seny, oSy, Cos L —seny, cosy,

cot A, =

senL cosy;,

seny, cos, —cos Lseny, Cosy,

Cot A, =

senLcosy,

2.30 Calculo de una triangulacion en el elipsoide

Calculos en la esfera.

\ \
b {/ 4

S ol

de los sectores de vértices A, By C.

Sector esférico A:
Sector esférico B:

Sector esférico C:

2.30.1Exceso esférico de un tridngulo.

Dado el triangulo esférico de vertices A,B,C y
cuyos angulos, expresados en radianes, son
respectivamente A,B y C. Se denomina exceso
esférico a

e=A+B+C-rx
El exceso esférico es proporcional al &rea del
triangulo e inversamente proporcional al cua-

drado del radio de la esfera a la que pertenece.

Consideremos el hemisferio visible y las areas

Area S, = 2.AR?
Area S, =2.B.R?

Area S, =2.C.R’

Sumando estas areas resulta el area del hemisferio 27R*mas dos veces el area

del triangulo T.

2.AR*+2B.R*+2C.R*-2T =2.7.R?

A+B+C—7z=%



2.30.2 Teorema de Legendre.

Tanto por su importancia histérica como por la utilidad que puede suponer en
determinadas ocasiones, aun hoy, el siguiente teorema, debido a Legendre, permite
efectuar los calculos de un tridngulo esférico utilizando la trigonometria plana dentro de
un cierto orden de aproximacion.

Sean A, B, C los angulos del triangulo esférico (radianes), a, b y c los lados (expresados
en unidades lineales) y R el radio de la esfera, con una aproximacion del cuarto orden,
el célculo del tridngulo esférico se puede reducir al de un triangulo plano cuyos lados

. & & & -
sean a, b y ¢, cuyos angulos sean A_§ , B -3 y C _§; & es el exceso esferico del

tridngulo ABC.

. a b C .
Sia= R’ p=—VYyr= R son los lados expresados en radianes, el teorema del coseno

R
en el triangulo esfeérico

COS = COS A CoS y + senFseny cos A

Desarrollando hasta el cuarto orden se puede escribir

a’ o

cosa =1-—+—

21 41
~ _ﬂZ ﬂ4 B _ﬁS
cosp =1 §+E senf =pf T
2 4 3
1L —y- L
cosy =1 2!+4! seny =y 3

Sustituyendo los desarrollos en la formula del coseno

(1—a—2+a—4):(l—ﬂ—2+’3—4][1—7—2+7—4j+[ﬂ—ﬂ—gj[;f—y—BJcosA
2! 41 21 41 21 41 3! 3!

2 4 2 4 2 2,2 2 4 4 4 2 4 4
1_a_+a_:l y_+7__ﬂ_+ﬂ_y_ﬂ7 ﬂ ﬁj/ ﬂﬂ/

207 41 T 21 41 21 2121 2141 41 2141 4141
3 3 3,3
J{ﬂ;f—ﬁy _1B +ﬂ7jcosA
3! 31 313!

Para buscar una relacion entre «, £,y limitandonos a los términos de segundo orden
resulta



aZ ,82
~ =5 ——,BycosA a’=p*+y*—2Pycos A

Limitandonos a los términos de cuarto orden se puede escribir:

L S AN i ﬁ7 v
ETId (ﬁ +y2 =2y cosA) TR TR TR TP Y +| By - T cos A
2 2 2 2
A G Y A+ By cos A
2 2 2 3! 3!
2.2
a’ = B°+y*—2Bycos A— 'B 7 senA
Si pasamos a unidades lineales
a’=b’+c’-2bc| cos A+( bcz jsenA
6R
. bc
En el caso del radio terrestre dA= eR?
es infinitesimal, y teniendo en cuenta que, en este caso,
cos(A—dA) ~ cos A+ dAsenA a’=b’+c*—2bc cos( A- (% senAD

pero < = bC2 a2=b2+cz—2bccos(A—£)

3 6R 3
Repitiendo el razonamiento resulta el teorema. El limitar los desarrollos a los términos
de cuarto orden, limitan la aplicacion del teorema a triangulos cuyos lados no pasen de
unos 150 Km, que es lo que ocurre con los lados normales de una triangulacion clasica.
Cuando se trata de lados mayores, caso del enlance Espafia Argelia con lados de unos

300 kms, hay que extender la aproximacién a términos de mayor orden en los desarro-
llos.

2.30.3 Extension del teorema de Legendre al Elipsoide

Aplicando el Teorema de Gauss sobre la curvatura total de un poligono cerrado en el
elipsoide, el resultado de Legendre puede utilizarse igualmente en el elipsoide siempre
que se mantenga la limitacion en la longitud de los lados anterior. Con todo rigor habria
que calcular el exceso esférico teniendo en cuenta el area del triangulo y como radio de
la esfera tomar el radio de curvatura medio en el centro del tridngulo. La practica de
calcular el exceso a partir de los angulos observados asegura ademas la condicion de
minima varianza (mmcc) para la solucion de un tridngulo plano aislado.









